PROBLEMY PRIPOJOVACICH MERANI
A NAVRHY ICH RIESENIA

Ing. Michaela Korbasovd'

Abstrakt:

V geodézii prichadzame do styku s pripojovacimi meraniami v roznych formach takmer
neustdale. Predlozena problematika, s ktorou sa v clanku zaoberame, je aktualna nielen
unas, ale rovnako aj vostatnych krajinach. Predstavujeme matematicky model
geodetickeho merania v dvoch etapach, pri ktorom riesime problem ako na vybranej
funkcii parametrov druhej etapy minimalizovat vplyv neistot parametrov prvej etapy.
Nakolko ide o spracovanie (optimalizaciu) uz realizovaného merania, ktorého samotnu
realizdaciu uz nevieme ovplyvnit, na rozdiel od klasickych typov optimalizacii (Kubackova,
1990), hlavny problém, ktory je potrebné riesit, suvisi s existenciou nezanedbatelnych chyb
pri odhadovani parametrov pripojovacej siete. V takomto pripade vsak neexistuju zdruzene
efektivne odhady parametrov pripojovanej siete, ¢o vedie k nutnosti zaviest' novy typ
optimality odhadu (H-optimalny odhad), ktory nie je totozny s optimalitou danou metodou
najmensich §tvorcov (MNS odhad). Nové poznatky v matematickej Statistike (vytvorenie
nového typu optimality, tzv. H-optimalita) vytvorili priestor na skumanie geodetickych
merani z nového pohladu. Odporucenie, ktory zuvedenych postupov je vyhodnejsi,
prijimame na zdklade porovnania skutocnych odchylok medzi parametrami odhadnutymi
MNS a H-optimalnym odhadom a doplnenim matematickej interpretdcie o geodeticki.

Abstract:

With connecting measurements we come into contact in geodesy in various forms almost
continually. Presented problem we are dealing with in this paper is actual not only in our
country but equally also in other countries. We introduce a mathematical model of
geodetic measurement in two stages, by which we solve how to minimize the influence of
parameter uncertainties of the first stage on the selected function of parameters of the
second stage. Because it is about the processing (optimization) of realised measurement,
which realisation we can’t influence anymore, in comparison with classic type of
optimization (Kubdckovd, 1990), the main problem, which has to be solved is concerning
with existence of non-neglected errors by parameter estimation of connecting network. But
in such case there are no jointly effective estimates of parameters of connected network
and therefore it is necessary to load a new type of estimate optimization H-optimal
estimate, which is not identical with given optimization of least square method (LSM
estimate). New knowledge in mathematical statistics (creation of new type of optimization,
so called H-optimality) created a space for investigation of geodetic measurements from
the new point of view. Recommendation, which of these two processes is preferable, we
admit on a base of variations between estimated parameters of LSM and H-optimal
estimate and of complementation of mathematical interpretation with geodetic one.
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1 UVOD

Stcasny trend rozvoja meracej techniky v geodézii ajej neustale zdokonalovanie si
vyzaduje tvorbu stdle dokonalejSich matematickych modelov na spracovanie meranych
udajov. Pritom je velmi dolezité, aby bol pouzity matematicky model navrhnuty s ¢o
najlepSim stupiiom aproximacie modelovanej skutocnosti, ¢o prispieva k spravnej
interpretacii  spracovanych vysledkov merania. Vysledkom spracovania geodetickych
merani z hladiska teérie odhadov je vyc€islenie hodnot parametrov, ktoré charakterizuju
merany objekt a urcenie ich zakladnych Statistickych vlastnosti. Exaktny deterministicky
a stochasticky model merania by mal zohl'adnit’ nielen vSetky ruSivé vplyvy pdsobiace pri
merani, ale aj logicky nadviazat na predchddzajice merania, resp. vysledky ich
spracovania.

S pripojovacimi meraniami prichddzame v geodetickej praxi do styku takmer na
kazdom kroku. Typickym prikladom su lokalne geodetické siete vysSej presnosti, ktoré sa
buduji podl'a potreby pre urciti zaujmovu oblast’ a tvoria podklad pre vSetky narocné
stavebné objekty ako napriklad atomové -elektrarne, vodné diela, mostné objekty
a podobne. Parametre takychto sieti sa sice odhaduji v samostatnom homogénnom bloku
v lokdlnom stradnicovom systéme, ale vkonecnom dosledku pre zhotovenie
dokumentacie skutoéného vyhotovenia diela a mapovanie sa pripajaji na Statnu
trigonometricka siet (STS). Ina je situdcia, ak nam nepostaduje hustota existujiiceho
bodového pola aje potrebné siet zhustovat meranim v d’alSich etapach. V takomto
pripade by iSlo o pripojenie siete v d’alSej etape (tzv. pripojovana siet’) na existujucu siet’
bodov (tzv. pripojovacia siet’). Vo vSeobecnosti sa pri rieSeni takychto alebo obdobnych
uloh vychadza z predpokladu, Ze suradnice bodov existujucej siete st uréené s urcitou
neistotou, s ktorou je potrebné v dalSom vypocte uvazovat, nakolko tieto ovplyviuji
stiradnice bodov pripojovanej siete. Ako matematicky aparat sa pouziva obvykle metdda
najmensich §tvorcov (MNS).

Ak je vSak potrebné urcit' s vySSou presnostou len Cast’ pripojovanej Struktury
a navy$e musia nevychylené odhady spiiat’ podmienku kladenti na parametre oboch etap
a tato musi byt dodrzana pri odhadovani parametrov druhej etapy, tomto pripade ndm
MNS nepostaduje. Rovnako ndm MNS nebude postatovat ani v pripade, ked bude
potrebné vyriesit’ pripojenie na siet, ktorej presnost’ je rddovo nizsia ako presnost’ stiradnic
bodov pripojovanej siete, priCom samozrejme uvazujeme nepresnost pripajacich bodov
asuCasne sa snazime tato nepresnost minimalizovat. V ¢lanku preto pontkneme
optimalny matematicky model geodetického merania v dvoch etapach, pri ktorom bude
potrebné respektovat’ podmienky kladené na parametre modelu. Na praktickych prikladoch
poukazeme na opodstatnenost’ spominanej teoérie a ponikneme interpretaciu vysledkov
nielen z matematického, ale aj geodetického hladiska.

2 MATEMATICKA FORMULACIA PROBLEMU

Predmetom nésho zadujmu je dvojetapovy model nepriameho merania s podmienkami typu
Iall. Pre lepSie pochopenie a objasnenie pojmov ako podmienky typu Iall pozri
napriklad (Kubacek, 1993).

Matematicky mozeme predmetny model vyjadrit’ nasledovne:

w2 ot

kde Y je ndhodny vektor modelu pripojovacieho merania, Y = (Y, Y2)"; X; je znama
matica typu n;xk; (matica planu v prvej etape); X, je znama matica typu npxk, (matica



planu v druhej etape); D je zndma matica typu npxk;, ktord realizuje prepojenie medzi
prvou a druhou etapou; n; je pocet meranych veli¢in v prvej etape; n, je pocet meranych
veli¢in v druhej etape; k; je pocet neznamych veli¢in v prvej etape; k; je poCet neznamych
veli¢in v druhej etape; ® je neznamy k; rozmerny parameter, ktory sa odhaduje na baze
vektora Y| prvej etapy; B je neznamy k, rozmerny parameter, ktory sa odhaduje na baze
vektora (Y, —D('JD) a (’:5); 2 je kovariancna matica prvej etapy a X, je kovarianénd matica
druhej etapy. Pre podmienky typu I musi platit’
a+CO+Bf =0, 2.2)

kde B je matica parcialnych derivacii funkénych vztahov podmienok pre parameter B; C je
matica parcialnych derivacii funkénych vzt'ahov podmienok pre parameter ®; a je vektor
podmienok; E je odhad z druhej etapy, 6] je odhad z prvej etapy.

Pripad modelu s podmienkami typu I, ako aj kompletné matematické vyjadrenie vysSie
formulovanych pozndmok je blizsie popisané napriklad v (Korbasova, 2003) alebo (Marek,
2003). Pri odhadoch ﬁneexistujﬁ zdruZene efektivne odhady, preto nie je mozné pouzit
MNS, a tak sa minimalizuje aspon disperzia odhadu niektorej veli¢iny funkcie parametra
B. Odhad E nazyvame H-optimalny, ked’ minimalizujeme funkciu

f(B) = Tr(HVar(B)], B < U, (2.3)
kde H je dana k,xk, pozitivne semidefinitnd matica, [NJB je trieda vSetkych linedrne

nevychylenych odhadov f parametra B v modeli (2.1) na baze vektorov Y, -DO a o,
ktoré zarovei spiiiajii podmienku (2.2).

Obdobne je mozné vyjadrit' linedrne nevychyleny, zdruzene efektivny odhad
parametrov B a 7y vreguldrnom modeli s podmienkami typu II. BlizSie sa touto
problematikou zaobera napriklad (KorbaSova, 2003) alebo (Marek, 2004). Rozne
motivaéné priklady rieSené na zéklade wvySSie spominanej tedrie pozri napriklad
(Korbasova, 2003, 2004).

3 NUMERICKA STUDIA

V ramci numerickej $tadie ponukneme riesenie klasickym postupom pomocou MNS
(odhad é) a novym postupom pomocou H-optimalneho odhadu (odhad ﬁ) ana zéklade
porovnania dosiahnutych vysledkov vyvodime prislusné zavery.

3.1 NUMERICKA STUDIA 1
Cielom tejto Stadie je ukézat, Ze aplikovanim H-optimalneho odhadu a pri pouZitom
kritériu minimalizacie Tr[HVar(ﬁ)], dostaneme z matematického hladiska vzdy lepSie

vysledky, ¢o do presnosti odhadovaného parametra (pozri tab.3.1 a tab.3.2). Zaroven vSak
chceme poukazat’ aj na fakt, ze ak je pripojovacia Struktira urcené s rovnakou presnostou
ako existujuca siet, na ktoru je potrebné vykonané meranie pripojit, stredné chyby ziskané
H-optimalnym odhadom su z geodetického hl'adiska len zanedbatelne lepSie, a preto
v tomto pripade postaduje aplikovat MNS (pozri tab.3.1).

V ramci tejto Studie budeme preto uvazovat’ dve extrémne situacie a to situdciu, kedy
pripojovacia a pripojovanad siet’ maju priblizne rovnaku presnost’ (pozri d’alej Variant SP)
a situaciu, kedy presnost’ pripojovacej siete je radovo ovela nizSia ako presnost’ siete
pripojovanej (pozri d’alej Variant VP).

Variant SP (Similary Precision) predpoklada presnost suradnic bodov existujicej
siete pribliZzne rovnak, ako presnost’ siradnic pripojovanych bodov (my, je do 10 mm).



Variant VP (Various Precision) predpokladd presnost’ suradnic bodov existujicej
siete 6 cm a presnost’ stradnic pripojovanych bodov do 10 mm (presnost meranych
parametrov v 2.etape sa predpokladé pre uhly 5 < a pre dizky 3 az 5 mm).

Predstavme si nasledovnu situaciu. Majme body F1, F2 a F3 existujtce;j siete a body
P1, P2 a P3, pre ktoré je potrebné urc¢it’ optimalne odhady suradnic (obr. 3.1). K dispozicii
mame odhady suradnic bodov existujucej siete (suradnice bodu F2[®;, O4], F3[Os, O¢])
z prvej etapy merania. V druhej etape su merané $tyri dizky (1, B2, B3, B4) a tri uhly (BS5,
B6, B7).

F2=(8,8,] d3 F1=[8, 8]

\~\|31

! B
i
P1=[l y1]2 0%,
};'22[}{2 ,j,f;:) s

1By
d’

F'3=[}{3,3,f3]

By ™

F3=(8,.8,k P3=[x3.y3]

Obr. 3.1 Znazornenie situacie

Uréili sme 3tandardny odhad MNS a H-optimalny odhad meranych parametrov aich
charakteristiky presnosti pre oba spominané¢ varianty (Variant SP a Variant VP). Navyse
sme v ramci Variantu VP urcili H-optimalne odhady pre r6zne tvary matice H (zavisi od
toho, ktort veli¢inu uprednostnime, pretoze ju potrebujeme urCit’ presnejsie.). Nakol'ko

plati, Ze Tr(HVar([g)) > Tr(HVar(E)), mdzeme konStatovat, Zze z matematického

hl'adiska sme aplikovanim H-optimalneho odhadu dostali lepsie vysledné hodnoty ako pri
MNS. Avsak signifikantné zlepSenie je az v pripade Variantu VP, pricom zlepSenie
presnosti jednej zlozky vektora H-optimdlnych odhadov je na ukor presnosti ostatnych
veli¢in.

Tab. 3.1 variant SP

MNS odhad Stredna chyba H-optimalny Stredna chyba
pre MNS odhad odhad P pre H-opt.odhad
162,253 m 4.5 mm 162,255 m 4.4 mm
77,991 m 4.7 mm 77,992 m 4.6 mm
184,014 m 4.6 mm 184,015 m 4.6 mm
132,679 m 4.5 mm 132,681 m 4.4 mm
167,3478 g 5.0 167,3490 g 7.5
276,4303 g 5.0 276,4342 g 18.7 *
150,8097 g 5.0 150,8080 g 9.1
Tr(HVar([g ))=0,000083 > Tr(HVar(p ))=0,000081




Tab. 3.2 variant VP

MNS odhad Stredna H-optimalny | Stredna chyba | H-optimalny Stredna chyba
chyba odhad B pre H-opt.odhad odhad B pre H-opt.odhad
pre MNS [1] [2]
odhad (1] 2]
162,255 m 34.2 mm 162,260 m 5.0 mm 162.255 m 28.6 mm
77,991 m 27.7T mm 77,996 m 5.0 mm 77.991 m 28.8 mm
184,014 m 29.4 mm 184,020 m 5.0 mm 184.014 m 29.9 mm

132,680 m 33.7 mm 132,686 m 5.0 mm 132.680 m 29.3 mm

167,3478 g 5.1cc 167,3529 g 259.0 cc 167.3488 g 49.3 cc

276,4303 g 6.2 cc 276,4466 g 825.8 cc 2764312 g 49.7cc

150,8097 g 52cc 150,8028 g 3459 cc 150.8087 g 49.6 cc

Tr(HVar(f ))=0,003940 > Tr(HVar( ))=0,000102 ....... pre [1]
Tr(HVar(())=0.179424 > Tr(HVar(} ))=0.165153 ....... pre [2]

Na zédklade prezentovanych vysledkov vtab.3.1 atab.3.2 vidime, Ze sme dosiahli a
potvrdili ciel' §tidie stanoveny v uvode tejto podkapitoly. Ako je mozné dalej vidiet
z tabuliek vysledkov pre H-optimalne odhady pri Variante VP sme dosiahli vac¢Sinou vzdy
presnejiie stredné chyby pre dizky ako pri MNS odhade, aviak zlep3enie presnosti jednej
veli¢iny je na ukor presnosti ostatnych zloziek H-optiméalnych odhadov. Samozrejme
zalezi na $trukture matice H - v tab.3.2 pozri stipce H-optimalnych odhadov. Pri volbe
matice H nie je mozné postupovat’ mechanicky a je potrebné modifikovat’ maticu H podl'a
poziadaviek na vyslednu presnost’ ziskanych odhadov. Chceme tym upozornit’ na nutnost’
vol'by tejto matice podla situdcie. Experimentovanie s volbou matice H (za ucelom
dosadenia ciela daného uzivatelom) odstrafiujeme pouzitim matematického aparatu
hl'adania minima funkcionalu na mnozine pripustnych rieSeni, pomocou ktorého ur¢ujeme
jej tvar.

3.2 NUMERICKA STUDIA 2

V ramci tejto druhej Stidie ostaneme pri priklade pouzitom v predoslej podkapitole. Tento
krat je vSak naSim cielom percentudlne vyjadrit’ zlepSenie H-optimalneho odhadu voci

odhadu MNS na zéklade urenia pomerov Tr(HVar(E )/ Tr(HVar(é ).

Aby sme mohli vyjadrit' kontinudlny priebeh pomeru stép H-optim. odhadu voci
odhadu MNS a nésledné percentualne zhodnotenie vyznamu pouzitia H-optim. odhadu
voci odhadu MNS, bolo potrebné vykonat’ nasledovné vypodty.

Predpokladajme, Ze presnost’ pripojovanej siete sa menit’ nebude (v dnesnej dobe je
k dispozicii pomerne staly Siroky vyber kvalitnych meracich pristrojov s vysokou
presnostou), ale presnost’ pripojovacej siete (existujucej) budeme postupne menit’ (¢o by
zodpovedalo tomu, Ze sa v réznych situaciach pripajame na rozne presné existujuce siete).
Ked’ze presnost’ pripojovanej siete suvisi s druhou etapou, kovariancna matica X, bude vo
vSetkych kombinéacidch vypoctu nemennd abude predstavovat’ presnost” stradnic do
10 mm, priGom pre presnost’ merania uhlov sa bude uvazovat’ 5° a pre presnost’ merania
dizok 3 mm. Naproti tomu presnost’ pripojovacej (existujlicej) siete stivisi s prvou etapou,
preto sa prvky kovarianénej matice X; budd postupne menit a to nasledovne. ,,Startovacia
matica® X; bude predstavovat situaciu stou (pre nas pripad) najhorSou presnost'ou
suradnic 6 cm. Postupne budeme presnost’ X; zlepSovat, az sa dostaneme k presnosti
porovnatelnej s druhou etapou, preto ,stop matica“ X; bude predstavovat’ situaciu
s presnostou stradnic do 10 mm. Postupny prechod od Startovacej po stop maticu sme
vykonali s krokom (k, pomer(k)), kde k =0, 1, 2, ..., 11, ¢im nam vzniklo 12 vzdjomnych
vztahov medzi X, a =, pre kazdy typ odhadu (H odhad aj odhad MNS). Pre kazda takuto




situdciu sme vypocitali pomer Tr(HVar(E )/ Tr(HVar(é)). S dosiahnutych vysledkov
sme vykreslili graf priebehu spominanych pomerov. Na osi y su vynesené prislusné
pomery Tr(HVar(E )/ Tr(HVar(é )), ktoré predstavuju hodnoty od 0% do 100%. Na osi

X sl vynesené postupne meniace sa kovarianéné matice X, v grafe oznacené ¢islom 1 az
12 (pozri graf 3.1).
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Graf 3.1 Graf priebehu pomerov Tr(HVar(E )/ Tr(HVar(f} )

Z grafu vidime, Ze od k =2 az po k = 12 je pomer Tr(HVar(E )/ Tr(HVar(é )) mensi ako
30%, ¢o poukazuje na vyrazn¢ zlepSenie kritéria minimalizacie stopy kovarian¢nej matice
pri H-optimélnom odhade voc¢i odhadu MNS a teda aj na vyhodu jeho pouzitia.

4 ZAVER

Hoci sa buduje a postupne dokonéuje nova Statna priestorova siet, pozri napriklad
(Klobusiak, 2000), ktord by mala vyustit’ do takého vychodzieho geodetického podkladu,
ktory by mal byt dostato¢ne presny a hustotou bodov by mal umoZznit hospodarne
pripojenie beznymi geodetickymi postupmi, predlozend mysSlienka problematiky
pripojovacich merani v inZinierskej geodézii a myslienka tzv. H-optimalneho odhadu bude
mat’ stale svoj vyznam.

Sposob rieSenia pripojovacich merani navrhovanym novym matematickym postupom
(H-optimalnym odhadom) sa stava zaujimavym vzdy vtedy, ak sa pripajame na siet’, ktorej
presnost’ je radovo nizSia ako presnost’ siradnic bodov pripojovanej siete. Tyka sa to nie
len pripojenia na Statny siradnicovy systém, ale pripadov I'ubovol'ného pripojenia na siet’ s
radovo nizs§iou presnost’ou vo vSeobecnosti.

Dalsie jednoznaéné vyuzitie H-optimalneho odhadu je v pripade, ak sa v geodetickej
praxi stretneme s poziadavkou, urcit’ s vy$Sou presnostou len Cast’ pripojovacej Struktiry
v uréitej zaujmovej oblasti a navy$e musia nevychylené odhady spiiiat’ podmienku kladent
na parametre oboch etap a tdto musi byt’ dodrzana pri odhadovani parametrov druhej etapy.
V tomto pripade nam MNS nepostaduje.

Zatial’ nie je mozné predstavit’ univerzalny postup rieSenia H-optimalnym odhadom,
hoci isti postupnost’ jednotlivych krokov vypocétu je mozné realizovat podla nami
predlozeného algoritmu. Geodetickd prax je vSak natol’ko rozmanitd, ze vzdy bude
potrebné zvazit kazdi jednu vzniknutd situaciu a pristupovat’ k nej istym sposobom
individudlne.
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